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Използвани са следните означения:

• γ : a = z0 < . . . < zn = b - разбиване на интервала [a, b]

• |γ| = max
i=1,n

(xi − xi−1) - диаметър на разбиването γ

• V
γ
g - вариация на функцията g върху разбиването γ : a = z0 < . . . < zn = b:

V
γ
g =

n∑
i=1

|g(zi)− g(zi−1)|,

•
b
V
a
g - вариация на функцията g върху [a, b]:

b
V
a
g = sup

γ∈Γ
V
γ
g,

където Γ е множеството на всички разбивания от вида γ : a = z0 < . . . < zn = b.

• Sg(f, γ, γi) - риманова сума за функции f и g и разбиване γ : a = z0 < . . . <
zn = b с междинни точки γi ∈ [zi−1, zi]:

Sg(f, γ, γi) =
n∑
i=1

f(γi)[g(zi)− g(zi−1)]

•
∫ b

a
fdg - интеграл на Риман-Стилтес за функцията f спрямо функцията g:

L =

∫ b

a
fdg,
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ако за всяко ε > 0 съществува δ > 0, за което |L − Sg(f, γ, γi)| < ε, където
γ : a = z0 < . . . < zn = b е произволно разбиване на [a, b] с диаметър |γ| < δ и
γi ∈ [zi−1, zi] са съответните междинни точки.

• C[a, b] - множеството на всички непрекъснати в интервала [a, b] функции

• BV [a, b] - множеството на всички функции с ограничена вариация в [a, b]

Теорема 1 (Интегруемост). Нека функциите f и g са определени в интервала [a, b],
f е непрекъсната, а g е с ограничена вариация. Тогава f е интегруема спрямо g в
интервала [a, b].

Доказателство. Фиксираме функциите f ∈ C[a, b] и g ∈ BV [a, b]. За да докажем
теоремата е достатъчно да се убедим, че условието на Коши е изпълнено, тоест че
за всяко ε > 0 съществува δ > 0 такова, че за всеки две разбивания α и β, за които
|α| < δ и |β| < δ, имаме |Sα − Sβ| < ε.

Ще вкараме допълнителна положителна константа, която ще нагласим накрая.
Нека τ > 0. Понеже f е непрекъсната в компакт, то тя е равномерно непрекъсната
и съществува такова δ > 0, за което |f(x)− f(y)| < τ при |x− y| < δ.

Нека са дадени две разбивания на [a, b]:

α : a = x0 < . . . < xn = b и αi ∈ [xi−1, xi] са междинни точки,

β : a = y0 < . . . < ym = b и βi ∈ [yi−1, yi] са междинни точки,

за които |α| < δ и |β| < δ и нека γ = α ∪ β : a = z0 < . . . < zp = b е обединението
им. Нека γi ∈ [zi−1, zi] са произволни междинни точки за γ и нека σ(i) е функция,
която съпоставя на индекс от α съответния индекс от γ. Очевидно

Sg(f, γ, γi) =

p∑
i=1

f(γi)[g(zi)− g(zi−1)] =
n∑
i=1

σ(i)∑
j=σ(i−1)+1

f(γj)[g(zj)− g(zj−1)]

и

Sg(f, γ, αi) =
n∑
i=1

f(αi)[g(zσ(i))− g(zσ(i−1))] =
n∑
i=1

σ(i)∑
j=σ(i−1)+1

f(αi)[g(zj)− g(zj−1)].

Следователно

|Sg(f, γ, γi)− Sg(f, γ, αi)| =

∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

σ(i)∑
j=σ(i−1)+1

[f(αi)− f(γj)][g(zj)− g(zj−1)]

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

n∑
i=1

σ(i)∑
j=σ(i−1)+1

|f(αi)− f(γj)||g(zj)− g(zj−1)| ≤ τ
p∑
i=1

|g(zi)− g(zi−1)| ≤ τ
b
V
a
g.
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Аналогично получаваме и |Sg(f, γ, βi)− Sg(f, γ, γi)| ≤ τ Vb
a g и

|Sg(f, γ, αi)− Sg(f, γ, βi)| = |Sg(f, γ, αi)− Sg(f, γ, γi) + Sg(f, γ, γi)− Sg(f, γ, βi)| ≤

≤ |Sg(f, γ, αi)− Sg(f, γ, γi)|+ |Sg(f, γ, γi)− Sg(f, γ, βi)| = 2τ
b
V
a
g.

За да довършим доказателството, трябва да фиксираме τ <
ε

2 Vb
a g

.

Теорема 2 (Оценка). Нека функцията f е ограничена в [a, b], а функцията g има
ограничена вариация в този интервал. Ако f е интегруема спрямо g, в този ин-
тервал, то ∣∣∣∣∫ b

a
fdg

∣∣∣∣ ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|
b
V
a
g.

Доказателство. Нека γ : a = x0 < . . . < xn = b е произволно разбиване на [a, b] и
γi ∈ [xi−1, xi] са междинни точки. Образуваме римановата сума

|Sγ | =

∣∣∣∣∣
p∑
i=1

f(γi)[g(xi)− g(xi−1)]

∣∣∣∣∣ ≤
p∑
i=1

∣∣∣f(γi)[g(xi)− g(xi−1)]
∣∣∣ =

=

p∑
i=1

|f(γi)||g(xi)− g(xi−1)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)|V b
a g.

Теоремата е доказана.

Теорема 3 (Рис за банахови пространства). За всеки непрекъснат линеен функци-
онал l : C[a, b] → R съществува функция g : [a, b] → R с ограничена вариация, за
която

l(f) =

∫ b

a
fdg (1)

за всяко f ∈ C[a, b] и освен това ‖l(f)‖ = Vb
a f .

Доказателство. Нека (B[a, b], ‖.‖∞) е пространството от всички ограничени върху
интервала [a, b] функции. (C[a, b], ‖.‖∞) очевидно е подпространство и, съгласно тео-
ремата на Хан-Банах, функционалът l има непрекъснато продължение върху B[a, b]
със същата норма. Този функционал също ще означаваме с l.

Ще определим g ∈ B[a, b] с g(x) = l(χax), където

χxy(z) =

{
1, x ≤ z < y или z = y = b

0, иначе
.
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Непосредствено се проверява, че

χay − χax = χxy (2)

за a ≤ x < y ≤ b.
Ще покажем, че g е функция с ограничена вариация. За целта ще разгледаме

разбиването γ : a = z0 < . . . < zn. Вариацията на g за γ е

V
γ
g =

n∑
i=1

|g(zi)− g(zi−1)| =
n∑
i=1

εi[z(xi)− z(xi−1)],

където εi е 1 или −1.
От (2) получаваме

g(zi)− g(zi−1) = l(χazi − χazi) = l(χzi−1zi) (3)

и следователно

V
γ
g =

n∑
i=1

εil(χzi−1zi) = l

(
n∑
i=1

εiχzi−1zi

)
.

χzi−1zi(z) = 1 точно в един от интервалите от разбиването γ. Затова∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiχzi−1zi

∥∥∥∥∥ = 1

и

V
γ
g =≤ ‖l‖

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

εiχzi−1zi

∥∥∥∥∥ = ‖l‖

за всяко разбиване γ на [a, b]. Следователно функцията g има ограничена вариация
и е изпълнено

b
V
a
g ≤ ‖l‖. (4)

Сега нека f ∈ C[a, b] и ε > 0. Тъй като f е равномерно непрекъсната, то съ-
ществува δ > 0 такова, че от |x − y| < δ да следва ‖f(x) − f(y)‖ < ε. Нека
γ : a = z0 < . . . < zn = b е произволно разбиване с диаметър |γ| < δ и междин-
ни точки γi ∈ [zi−1, zi].

За всяко x ∈ [a, b] е в сила неравенството∣∣∣∣∣f(x)−
n∑
i=1

f(γi)χzi−1zi(x)

∣∣∣∣∣ < ε,

понеже x и междинната стойност γi от единственото ненулево събираемо са точки
в един и същ интервал от γ, а значи |x− γi| < δ. Следователно и супремум нормата
ще бъде по-малка или равна на ε и
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∣∣∣∣∣l(f)− l

(
n∑
i=1

f(γi)χzi−1zi

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣l
(
f −

n∑
i=1

f(γi)χzi−1zi

)∣∣∣∣∣ ≤ ‖l‖
∥∥∥∥∥f −

n∑
i=1

f(γi)χzi−1zi

∥∥∥∥∥ ≤ ε‖l‖.
От (3) следва∣∣∣∣∣l(f)−

n∑
i=1

f(γi)l(χzi−1zi)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣l(f)−
n∑
i=1

f(γi)[g(zi)− g(zi−1)]

∣∣∣∣∣ ≤ ε‖l‖
за всяко разбиване γ с |γ| < δ и за всякакви междинни точки. Понеже l е фикси-

рано, а ε - произволно, то е изпълнено условието (1):

l(f) =

∫ b

a
fdg.

Сега използваме теорема 2, за да оценим нормата на l:

‖l‖ = sup
‖f‖=1

∫ b

a
fdg ≤

b
V
a
g. (5)

От (4) и (5) получаваме ‖l‖ = Vb
a g, което завършва доказателството на теоремата.

Теорема 4. Нека α ∈ BV [a, b] и

β(x) =


a, x = a

b, x = b

α(x+) = lim
y→x
y>x

α(y), a < x < b
.

Тогава β ∈ BV [a, b], β е непрекъсната отдясно и∫ b

a
fdα =

∫ b

a
fdβ,

където f ∈ C[a, b].

Доказателство (β е функция с ограничена вариация). Нека γ : a = z0 < . . . < zn =
b е произволно разбиване на [a, b]. Ще докажем, че

V
γ
β ≤

b
V
a
α.

Заместваме β в горната сума
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V
γ
β =

n∑
i=1

|β(zi)− β(zi−1)| =

= |α(z1+)− α(a)|+
n−1∑
i=2

|α(zi+)− α(zi−1+)|+ |α(b)− α(zn−1+)|.

Нека τ > 0. За i = 1, . . . , n − 1 ще дефинираме спомагателните точки ẑi, така
че zi < ẑi < zi+1 и |α(ẑi) − α(zi+)| < τ . Можем да изберем такава точка, понеже
поне една редица клони към α(zi+) отдясно. Освен това полагаме ẑ0 = z0 = a и
ẑn = zn = b. Лесно се вижда, че всяко ẑi приближава zi отдясно и при граничен
преход с limτ→0 ẑi = zi+.

Сега оценяваме всяко събираемо от горната сума:

За i = 1

|α(z1+)− α(a)| = |α(z1+)− α(ẑ1) + α(ẑ1)− α(a)| ≤
≤ |α(z1+)− α(ẑ1)|+ |α(ẑ1)− α(a)| < τ + |α(ẑ1)− α(a)|.

За 2 ≤ i ≤ n− 1

|α(zi+)− α(zi−1+)| ≤ |α(zi+)− α(ẑi)|+ |α(ẑi)− α(zi−1+)| ≤
≤ τ + |α(ẑi)− α(zi−1+)| ≤ τ + |α(ẑi)− α(ẑi−1)|+ |α(ẑi−1)− α(zi−1+)| <

< 2τ + |α(ẑi)− α(ẑi−1)|

За i = n

|α(b)−α(zn−1+)| ≤ |α(b)−α(ẑn−1)|+ |α(ẑn−1)−α(zn−1+)| < |α(b)−α(ẑn−1)|+τ.

В крайна сметка:

V
γ
β = |α(z1+)− α(a)|+

n−1∑
i=2

|α(zi+)− α(zi−1+)|+ |α(b)− α(zn−1+)| ≤

≤
n∑
i=1

|α(ẑi)− α(ẑi−1)|+ 2(n− 1)τ ≤
b
V
a
α+ 2(n− 1)τ.

При τ → 0 очевидно

V
γ
β ≤

b
V
a
α.
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Доказателство (β е непрекъсната отдясно). Ще докажем, че за всяко ε > 0 и за
всяко x ∈ [a, b) съществува δ > 0 такова, че за положителни h < δ

|β(x+ h)− β(x)| < ε.

Да забележим, че

β(x+) = lim
h→0
h>0

β(x+ h) = lim
h→0
h>0

lim
γ→0
γ>0

α(x+ γ + h) = α(x+) = β(x).

Следователно, съществува τ > 0 такова, че за всяко x ∈ [a, b) и за положителни
t < τ

|β(x+ t)− β(x)| < ε.

Достатъчно е да изберем δ = τ .
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